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Dans les bravuax de at de il était établi que dans les conditions relativistes les pôles 
dans le plan du moment complexe j engendrent des points de 
ramification. Dans la référence3), les points de ramification 
(p.r.) sont étudiés avec l'hypothèse d'une structure déterminée par 
des conditions d'unitarité pour plusieurs particules pour des 
j complexes. En formulant cette hypothèse, les auteurs3) 
partaient d'une représentation du p.r. comme d'une singularité 
j = σ1 + σ2-14,5) prolongée analytiquement sur les spins 
non entiers pour les particules ordinaires, et de l'étude de 
la conditions d'unitarité, pour des j complexes, des graphès 
les plus simples de la théorie des perturbations6). Dans la 
référence3), les caractéristiques des points de ramification 
étaient trouvées, ainsi que la condition reggéenne d'unitarité 
qui détermine les sauts sur les singularités reggéennes, 
correspondantes à la formation de plusieurs reggéons dans 
l'état intermédiaire, par dessus les amplitudes de formation 
des reggéons. 
La condition reggéenne s'est révélée très voisine de 
la condition d'unitarité pour les particules ordinaires. Cela 
témoignait de la possibilité de traiter les reggéons comme des 
particules ordinaires. 
Une tentative d'étude de la structure du cône de 
diffraction compte tenu des pôles et des ramification était 
2. 
entrepries dans la référence7). Elle était fondée sur l'hypothèse 
d'un renforcement des ramifications par le pôle pour des j 
voisins de 1 et pour t petits lorsque les positions du 
pôle et de la ramification sont presque confondues. Les graphes 
de Regge y étaient introduits, sur la base de la conditions 
reggéenne d'unitarité. Toutefois, le comportement de seuil des 
amplitudes de formation des reggéons utilisé n'était pas valable 
et le résultat obtenu erroné. 
Dans le présent travail, nous étudierons la contribu­
tion asymptotique d'une importante classe de graphes de Feynman, 
contenant des amplitudes à deux particules rigoureusement (figs. 
1, 4, 8, 9). On trouvera la relation entre la contribution 
asymptotique de ces amplitudes et celui des graphes dans leur 
ensemble. A la différence de9), nous n'utiliserons pas de 
représentation des amplitudes à l'intérieur d'un graphe sous 
forme d'escalier ou sous une autre forme explicite. 
Il est établi que si la contribution asymptotique des 
amplitudes internes est déterminée par un pôle de Regge, celle de 
l'ensemble du graphe contient une contribution des ramifications 
dont la forme est exactement semblable à celle obtenue e n 3 ) . Ce 
résultat est intéressant en ce que, tout en se fondant sur des 
hypothèses totalement différentes d e 3 ) , il en confirme les 
principes de départ. En outre, le résultat trouvé à l'aide des 
3. 
graphes de Feynman permet fixer les entrant dans la définition des amplitudes de formation des 
reggéons et ne permettant pas de connaître le signe des sauts 
sur les singularités de Regge. 
Un autre avantage de cette méthode réside dans ce 
que le résultat est écrit directement dans le domaine physique 
(avec une impulsion négative transmise t), tandis que dans3)  
il était écrit pour t positif et il fallait le prolonger 
analytiquement suivant t. 
Au paragraphe 4, nous examinerons le cas particulier 
très intéressant, où le pôle et les points de ramification sont 
voisins (cône de diffraction dans des réactions quelconques). 
Il est établi que dans ce cas le pôle renforce la contribution 
de la ramification (conformément à la référence7)). 
Dans les paragraphes 4 et 5, on définira la technique 
des graphes applicable à l'examen simultané du pôle et des rami­
fications. Dans ces graphes, le reggéon est décrit comme une 
particule non-relativiste, caractérisée par une impulsion 
bidimensionnelle k et un moment j qui joue le rôle de 
fréquence. Les trajectoires du pôle (k2) sont des analogues 
de la variation de l'énergie en fonction de l'impulsion de la 
particule. 
4. 
Dans le derníer paragraphe, on étudie à l'aide de 
la technique des graphes élaborée la situation qui apparait 
lors de la description du cône de diffraction de la diffusion 
élastique dans l'hypothèse de l'existence du pôle de Pomeranchuk. 
§ 2. Points de ramification bireggéens 
Considérons le graphe représenté sur la fig. 1. Pour 
simplifier, supposons que toutes les particules sont scalaires 
et de masses égales. Etudions la contribution asymptotique de 
ce graphe pour de grands s = (p1 + p2)2 et pour t = (p1 - p3)2  
= q2 fixé en fonction de la contribution asymptotique des ampli­
tudes f(k1, k2, k ) , f'(p1-k1, p2-k2, q-k), représentées sur 
la fig. 1 sous forme de blocs. Les impulsions quadri-dimensionnelles 
k1, k2, k3, k4 sont définies sur la figure k = k1 + k3 = -k2 - k4. 
Pour calculer la contribution asymptotique, nous aurons recours 
à la méthode de Sudakov8) qui révèle très efficace. Elle 
consiste à décomposer les impulsions d'intégration k , k 1 , k2 
en vecteurs situés dans le plan des grands vecteurs p1 et p2 
et en vecteurs perpendiculaires à ce plan 
(1) 
5. 
k 1 ┴ , k 2 ┴ , k┴ veoteurs spatiaux bidimensionnels 
semblables. Il apparaît alors que l'intégration suivant les 
variables αi, βi dans le plan des vecteurs p1, p2 peut 
être effectuées asymptotiquement, et la solution se présente 
sous forme d'intégrales suivant les vecteurs bidimensionnels 
dans le plan perpendiculaire à p1, p 2 . Le fait que la con­
tribution asymptotique soit dans de nombreux cas déterminée par 
des intégrales bidimensionnelle fut révélé par Polkinghorne2). 
Cela s'explique parce que l'impulsion transmise q = p1-p3, 
dont dépend le comportement asymptotique du graphe aux hautes 
énergies, est perpendiculaire à p1 et p2. On montre que 
(2) 
Dans (1), nous avons introduit, suivant Sudakov, non les veoteurs p1, p2, mais leurs combinaisons linéaires p'1, p'2, commodes en ce que p'i2=p'22 = 0· 
Avec les nouvelles variables: 
(3) 
Commençons l'intégration. Considérons la partie de 
gauche du graphe, qui contient une intégration en k 1 , et 
6. 
les dénominateurs qui en font partie 
Nous supposons que les amplitudes f (k 1, k2, k) 
et f'(p1-k1, q-k) sont grandes, si leurs variables énergétiques 
s1=(k1+k2)2 ≈ 2k1k2, s2=(p1+p2-k1-k2)2 ≈ 2(p1-k1, P2-k2) sont 
grandes, de l'ordre de s , tandis que les impulsions transmises 
k2, (q-k)2 et les masses k2i, k22, · (k - k 1 ) 2 , (k - k2)2  
sont de l'ordre de l'unité. Si l'une quelconque de ces dernières 
variables devient de l'ordre de s, l'amplitude devient petite, 
et le domaine correspondant n'est pas significatif dans l'inté­
grale. 
Dans cette hypothèse, il semble de (4) que le domaine 
suivant doit nous intéresser 
Si nous trouvons les formules analogues à (4) pour la partie 
droite du graphe qui contient l'intégrale suivant k 2, nous 
aurons: 
7. 
Nous avons utilisé la condition selon laquelle les 
variables, correspondant aux masses et aux impulsions trans­
mises, sont de l'ordre de l'unité (de l'ordre des masses). 
La condition, selon laquelle les variables énergétiques sont 
grandes, donne: 
(7) 
Comme β < < β 1 , nous pouvons négliger β dans les équations 
(4), et dans les équations analogues pour la partie droite 
du graphe. Supposons que les amplitudes f (k 1, k 2, k) et 
f' (p1-k1, p2 - k 2, q-k), qui se trouvent dans les conditions 
asymptotiques, sont factorisées, c'est-à-dire qu'elles sont de 
la forme 
8. 
Les relations (8) sont vérifiées, en tout oas, si la contribu­
tion asymptotique des amplitudes f, f' est déterminée par le 
pôle de Regge, comme on le verra plus bas, elles sont aussi 
effectivement valables lorsque la contribution asymptotique est 
déterminée par les points de ramification considérés. 
Ecrivons maintenant les fonctions G ( k 2 , 2k 1k 2), 
G'((q-k)2, 2(p1-k1, p2-k2)) sous forme d'intégrale de 
Sommerfeld-Watson 
où ξℓ1 et ξℓ2 sont les coefficients des signatures. 
En portant (8) et (9) dans les intégrales de Feynman, corres­
pondantes au graphe de la fig. 1, et compte tenu de ce que 
k2=k2┴ + αβj≈k2┴, (q-k)2=(q-k┴)2 + αβj ≈ (q-k┴)2, nous voyons 
qu'il est possible d'effectuer l'intégration séparément suivant 
α1, β1, α, k1┴ et α2, β2, β, k 2 ┴ . Le résultat de 
l'intégration peut s'écrire sous la forme: 
9. 
(11) 
λ - constante de liaison, correspondant aux sommets 
sur la fig. 1. Avant d'aborder l'examen de (10), considérons 
le sommet Nℓ1ℓ2 et montrons qu'il est déterminé correcte­
ment par l'expression (11) et qu'elle ne dépend pas de s pour 
s → ∞. 
Remarquons d'abord que les singularités de tous les 
quatre dénominateurs de (11) ne trouvent pas, dans l'intégration 
de α1, du même côté de l'axe réel seulement si 0 < β1 < 1 
(on le vérifie aisément à partir de (4)). Donc, si l'on ne tient 
pas compte des singularités g et g', l'intégrale suivant α1 
est différente de zéro seulement si 0<β1 < 1 . Les singularités 
g et g' dépendent des mêmes grandeurs k21, (k-k1)2, (p 1-k 1) 2, 
(p1-k1-q+k)2 que les dénominateurs de (11), et la règle pour 
éviter les singularités est la même que pour les dénominateurs. 
Pour 0<β1 < 1, les grandeurs βℓ11, et (1-β1)ℓ2 sont 
déterminées univoquement. 
Montrons que la contribution du domaine considéré de 
petits α est lui aussi différent de zéro lors de l'intégration 
suivant α. Pour qu'elle ne soit pas nulle, il faut qu'après 
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intégration suivant α1, la fonotion sous le eigne somme 
ait des singularités en α des deux côtés de l'axe réel. Il 
résulte de l'équation 4 que les singularités de l'intégrale 
suivant α, conditionnées par le fait que deux singularités 
dans le plan α1 (4a) et (4d) ou (4b) et (4c) pincent le 
contour d'intégration, sont effectivement disposées des deux 
côtés de l'axe réel. 
Ainsi, la contribution du domaine des petits α 
n'est pas nulle, même si l'on ne tient pas compte des singu¬ 
larités g et g'. Remarquons qu'ici le fait que les parties 
du graphe de la fig. 1 à droite et à gauche des blocs déterminant  
Nℓ1ℓ2 aient des intersections de lignes a été extrêmement 
important. S'il n'y avait pas de telles intersections, les 
singularités suivant α se trouveraient du même côté de l'axe 
réel et la contribution du domaine des petits α serait 
nulle. Cela veut dire que les ramifications apparaissent seule­
ment sur des graphes ayant une troisième fonction spectrale(1,2,3). 
Remarquons que Nℓ1ℓ2 est réel pour t = q2 inférieur au 
seuil. 
Considérons l'expression (10) pour l'amplitude de 
diffusion. 
11. 
Il résulte de (10) que la signature de l'amplitude 
F(s,q2) est déterminée par le produit des signatures des 
amplitudes f et f', puisque |s|, tiré du jacobien de la 
transformation, ne change pas de signe lorsque +s est 
remplacé par - s . 
Si F(s,q2) est écrite sous forme d'intégrale: 
(12) 
fj(q2) sera déterminé, comme on sait9), par l'intégrale de la 
partie d'absorption qui, au voisinage de la singularité 
fj(q2), est la forme: 
(13) 
Pour trouver F1(s,q2), nous utiliserons la forme explicite de 
(14) 
p - signature, p = 1 pour une amplitude de signature 
positive et p = -1 pour une signature négative. Par suite, 











L'expression (19) coincide avec les résultats du travail3). 
Dans ce travail, le coefficient était compris dans 
l'amplitude de formation des reggéons. La formule (17) peut 
être transcrite sous une forme quelque peu différente, si 
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l'on effcotue l'intégration suivant ℓ2 par exemple si l'on 
se souvient que dans l'intégrale (9), le contour d'intégration 
passe à droite des singularités Gℓ1 ou G ℓ 2 , et que la 
relation (13) est vérifiée pour Rej > Re (ℓ1 + ℓ2 + 1), il 
apparaît que le pôle j + 1 - ℓ1 - ℓ2 = 0 dans (17) se 
trouve à droite du contour d'intégration. En calculant le 
résidu de ce pôle, nous aurons: 
(20) 
Le contour d'intégration dans (20) est situé à droite des 
singularités Gℓ1 (k2) et à gauche des singularité 
L'expression (20) peut être comparée au diagramme 
de Feynman, représenté sur la fig. 2. Aux lignes ondulées 
correspond la fonction de Green des reggéons Gℓ1(k2), 
G'ℓ2 (k22) et l'impulsion k2+k1=k se conserve aux vertex 
la grandeur ℓ - 1 correspond à l'énergie et se conserve aux 
vertex j-1 = ℓ1 - 1 + ℓ2 - 1 . Il résulte de l'expression (16) 
pour que les dénominateurs φℓ1, φℓ2 peuvent être 
rapportés aux fonctions de Green et les numérateurs (sin πj/2 
ou cos πj/2) peuvent être inclus dans Nℓ1ℓ2 ou laissés comme 
facteur commum, déterminant le fait que pour les valeurs 
physiques du moment les points de ramification ne donnent pas 
14. 
de contribution. Par suite, nous pouvons écrire: 
(21) 
Tout notre exposé précédent peut être déduit de 
l'étude du graphe de la fig. 1. Il nous semble raisonnable 
de supposer, à la lumière de l'analyse effectuée dans les 
travaux3, 6), que la considération d'autres graphes entraîne­
rait seulement une modification de l'expression de Ν ℓ 1 ℓ 2 . 
§ 3. Ramifications multi-reggéennes 
Les résultats du paragraphe précédent permettent 
de trouver la contribution des ramifications multi-reggéennes. 
Supposons que l'amplitude f'(p1-k1, p2-k2, q-k) est de la forme 
(8, 9b) et que l'amplitude f (k1, k2, k), déterminée par 
les ramifications bi-reggéennes, est de la forme 
(22) 
L'expression (22) diffère de (10): au lieu du carré 
des amplitudes de formation, elle contient le produit des 
amplitudes, dans la mesure où les carrés des masses des 
15. 
particules virtuelles sont différents dans l'integration et 
q y est per k, k par k' et per = 
α2β1 s . La généralisation de (10) pour le cas des masses 
différentes, utilisée dans (22) se révèle triviale. En 
substituant (22) et (8, 9b) dans l'intégrale, correspondant au 
graphe de la Fig. 1, nous obtiendrons, en changeant l'ordre 
d'intégration: 
(23) 
En substituant (9b) dans l'intégrale, nous avons remplacé 
ℓ2 par ℓ3. L'expression pour Nℓ1ℓ2ℓ3 est tirée de (11) 
en remplaçant g1 par Νℓ1ℓ2, ℓ1 par ℓ1 + ℓ2 - 1, ℓ2 
par ℓ3. 
Il est clair que la signature F (s,q2) est déter­
minée par le produit de signatures G ℓ 1 , G"ℓ2, G'ℓ 3. En 
calculant l'onde partielle fj(q2) comme précédemment, nous 
aurons 
(24) 
ici et dans la suite 
(B) 
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En intégrant suivant ℓ3, nous aurons 
(25) 
Cette expression correspond au graphe de la fig. 3 avec les 
mêmes lois de conservation aux vertex que précédemment. De 
même, on peut trouver la contribution du point de ramification, 
(26) 
, il résulte de (26) que 
(27) 
Vérifions que (27) donne bien un résultat qui con­
corde avec3). Dans le domaine physique du canal s (t < 0 ) , 
Reαi (t) < 1 , d'après Froissant10). C'est pourquoi 
Re Σ αi (k2i) ≤ n et la partie réelle du dénominateur de (28) 
est inférieure ou égale à 1-j. Cela signifie que la singularité 
de fj(q2) est située pour Rej ≤ 1. Supposons que tous les 
αi (k2i) sont réels dans le domaine physique du canal s . Alors 
la singularité fj(q2)i avec j réel et avec un saut sur la 
singularité, est égale à 
17. 
Si les pôles αi(k2i) = α(k2i) sont égaux, cette expression 
est facilement calculable au voisinage de la singularité. La 
position de la singularité est déterminée par la valeur 
minimale Σα(k2i), qui est atteinte pour k2i = q2/n2 et est 
égale à j = nα(q 2/n 2)-n + 1. Pour j voisin de j n, 
le domaine d'intégration tend à se réduire au point ki=q/n. 
En décomposant α(k2i) selon les puissances de xi=ki-q/n 
et en prenant dans l'espace bi-dimensionnel l'axe I orienté 
suivant q, nous aurons 
(D) 
Si nous introduisons les variables 
Zli=Xli (α' + (2q
2/n2)α" V 2 , Z2i=X2i (α')
V 2 
jn-j jn-j et nous sortons Ν2 du signe d'intégration, nous aurons: 
(28) 
18. 
§ 4. Renforoement 
Etédions maintenant l'influence réciproque d'un 
pôle et d'une ramification, par exemple, lorsqu'ils sont 
voisins. A cet effet, considérons le diagramme représenté 
sur la fig. 4a, qui peut contenir une contribution aussi bien 
d'un pôle que d'une ramification. En principe, il n'est pas 
nécessaire d'étudier explicitement le graphe de la fig. 4a. 
On peut passer directement ci celui de la fig. 4b, dont il 
est un cas particulier (l'amplitude f2 est définie par la 
contribution des ramifications). 
En posant, comme précédemment 
analysons le caractère de l'intégration selon 




Il résulte de la condition que les masses des particules vir¬ tuelles k23, (q-k3)2 dans les amplitudes f1 (p1,k3,q) et f2 (p2,k3,q) sont de l'ordre de m2, que 
(30) 
A la différence du cas précédent, les variables énergétiques 
de ces amplitudes s1=(p1-k3)2 et s2=(p2+k3)2 ne peuvent 
être toutes deux de l'ordre de s , comme il ressort de (29), 
(30). Si α3~1, on a s1~s, mais alors β3~m2/s et 
s2 ~ m2; si β3~1, on a s2~s et s1~m2. Alors celui 
des domaines qui donnera une contribution est déterminé par 
la valeur des amplitudes f1 et f2. Si f1 ~ sα1 et f 2~s β 2, 
alors pour α>β, le domaine s1 ~ s, s2~m2, sera principal 
dans l'intégrale et pour α<β, ce sera le domaine s1~m2, 
s2~s. La contribution asymptotique de l'amplitude f, 
correspondant au graphe de la fig. 4b, sera en sα pour α > β  
et en sβ pour β > α. L'intégrale suivant k3┴ déterminera 
dans ce oas soit la contribution au résidu de l'amplitude f, 
si la contribution asymptotique de f1 (2) est définie par le 
pôle, soit les amplitudes de formation des reggéons, si la 
contribution asymptotique de f1 (f2) est déterminée par le 
point de ramification. Le cas le plus intéressant est celui où 
α et β sont voisins (pôle et ramification proches l'un de 
l'autre). Dans ce cas, la contribution maximale sera donnée 
20. 
par le domaine 
(31) 
En calculant l'intégrale suivant ce domaine, nous déterminerons 
les influences mutuelles de la ramification et du pôle. 




En utilisant (31), écrivons au lieu de (29) 
(33) 
Dans l'intégration suivant α3, les singularités 
k3-m2+iε = 0, (q-k3)2-m2+iε = 0 et g1, g2 sont disposés au 
voisinage de α3 = c-iε β3s ( c étant réel) et les singularités f 1 , correspondant à sa section à droite au voisinage 
α3 = c' + iε/s ou à sa section gauche, au voisinage α3 = c'-iε/s. 
21. 
Il an réarite que pour β3 >0, la section de droite f1 
donne une contribution et que pour β3 < 0 c'est celle de gauche 
seule. Dans les deux cas, on peut fermer le contour sur la 
singularité f1 et obtenir l'intégrale de Im f 1 . 
Si les amplitudes f1 et f2 ont des signatures 
différentes, les contributions des deux sections se compensent. 
Elles doublent pour des amplitudes de même signature. 
Donc, nous obtiendrons une contribution correspondant 
au graphe de la fig. 4b. 
(34) 
Comme la dernière intégrale dans (34) dépend seulement de 
α3β3s et de k 3 ┴ , nous pouvons, en prenant pour variable 
x = -α 3β 3s, effectuer l'intégration, par exemple suivant β3. 






En calculant à l'aide de (36) l'onde partielle fj(q2), nous 
aurons, pour j → ℓ,ℓ' 
(38) 
L'expression (39) peut être comparée au graphe de la fig. 5b, 
qui a une forme de correction pour les pôles α et β , 
conditionné par le passage de l'état α dans l'état β. 
Les formules obtenues sont directement transposables 
au cas d'un pôle et d'une ramification. 
Si au lieu de (32b), on substitue dans (34) l'expres¬ 
sion (10), en y remplaçant Ν2ℓ1ℓ2 (q,k┴) par Nℓ1ℓ2 (k23, (q-k3)2, 
q2) Nℓ1ℓ2 (q,k┴) et en changeant l'ordre d'intégration, nous 




ou, en passant à l'onde partielle 
(41) 
Il est clair que l'expression (41) peut être associée au 
graphe de la fig. 52. 
Maintenant, il est possible de continuer et de 
déterminer la contribution du graphe de la fig. 4c. 
Si au lieu de (32a) on porte dans l'expression du 
graphe (fig. 4a) l'amplitude sous la forme (39), (40), on 
aura: 
(42) 
ce qui correspond au graphe de la fig. 5c. 
diffère de en ce que g1 est 
remplacé par g2. On peut aussi facilement obtenir la con­
tribution de la ramification trireggéenne renforcée, qui 
24. 
correspond au graphe de la fig. 5d. 
Les graphes du type représenté sur la fig. 6 sont 
d'un grand intérêt pour l'étude du cône de diffraction pour 
des q2=t petits, lorsque les pôles et les ramification sont 
voisins. Les graphes montrent le renforcement de certaines 
ramification par d'autres. On dessine aisément les graphes de 
Feynman qui correspondent à ces graphes de Regge et on calcule 
de même leur contribution. En répétant presque textuellement 
les calculs effectués précédemment, nous obtiendrons, par 
exemple, pour le graphe de la fig. 6: 
(43) 
Les graphes du type représenté sur la fig. 6 peuvent être 
appelés totalement renforcés, car ils ne contiennent pas de 
blocs susceptibles de renforcement par introduction d'un pôle. 
Par leur structure, ils constituent une contribution dans la 
fonction de Green du reggéon, conditionnée par la possibilité 
de décomposition d'un reggéon en plusieurs autres. Ces graphes 
ne contiennent cependant pas de contribution dans la fonction 
de Green par suite de la modification de la partie correspondant 
au sommet du fait de la contribution des ramifications. 
25. 
Nous étudierons en détails la question de la partic 
correspondant au vertex Bornons nous pour le moment à formu­
ler les règles de calcul des graphes sans partie au vertex 
(type de la fig. 6), qui résultent de l'étude précédente. 
A chaque ligne de Regge correspond une fonction de 
Green Gℓ(k) 1 , qui dépend du moment ℓ et du carré de 
(2π)3i 
l'impulsion spatiale bidimensionnelle k. Toutes les lignes 
ont la même direction (cf. fig. 7)· 
A chaque vertex, on associe une loi de conservation 
du type 
fig. 7. 
Le contour d'intégration suivant ℓ entoure les singularités 
Gℓ(k) dans le sens contraire des aiguilles d'une montre. Les 
singularités des autres grandeurs qui dépendent de ℓ se 
trouvent en dehors du contour après considération des lois de 
conservation. 
A chaque vertex, on associe une amplitude de trans­
formation d'un reggéon en deux , et aux vertex du type 
de la fig. 7a on associe, en plus, un facteur . Les 
graphes renforcés, que nous avons considéré, ne satisfont pas 
parfaitement les mêmes règles lorsqu'on remplace les grandeurs 
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par N ℓ 1 ℓ 2 , Nℓ1ℓ2ℓ3 etc, et les grandeurs 
par 
§ 5. Graphes plus complexes 
Considérons les graphes de Feynman plus complexes, 
contenant plusieurs ramifications, à condition que les positions 
de ces ramifications soient voisines. Un tel graphe est repré­
senté, à titre d'exemple, sur la fig. 8a. On trouvera à 
l'Annexe I le calcul de la contribution asymptotique du graphe 
de la fig. 8a, avec les conditions que les amplitudes qui en 
font partie soient de la forme (8), (9) avec les mêmes hypothèses 
que précédemment et que tous les trois points, des ramifications 
de ce graphe soient voisins. 
La solution pour l'onde partielle fj(q2) peut être 
écrite sous la forme d'une somme de deux termes fj(q2) = 





où toutes les grandeurs ont été déjà définies. 
Les dénominateurs de (44a) et (44b) correspondent 
aux dénominateurs énergétiques de la théorie non-relativiste 
des perturbations, relatifs aux divers états intermédiaires. 
A la différence des graphes déjà considérés, celui de la fig. 8 
a deux types d'états intermédiaires (deux points de ramification 
trireggéens), amenant deux contributions dans f'j(q2), f'j(q2). 
Par analogie avec le graphe de la fig. 8a, on peut calculer des 
graphes plus complexes; par exemple, le graphe de la fig. 9 
présente six types d'états intermédiaires et il lui correspond 
six expressions de type (44a), (44b). Ces six expressions 
correspondent aux graphes de la fig. 10. Les graphes de la 
fig. 10 diffèrent par la succession dans le temps des émissions 
et des absorptions des reggéons, ou ce qui est equivalent, par 
des divisions verticales distinctes. Chacune d'elles peut être 
facilement formulée par analogie avec (44a), (44b). Si l'on 
effectue l'intégration suivant ℓ3, ℓ4, ℓ5 dans (44a) et 




Les expressions (45a), (45b) concordent avec les règles 
formulées au paragraphe précédent pour les graphes des 
figs. 8b, 8c, relatives aux directions des lignes de Regge, 
représentés sur les dessins. 
De façon analogue, il est possible de formuler les 
graphes correspondants à la fig. 10. Ils seront quatre et 
non six. 
Il n'est pas possible, bien sûr, d'étudier tous les 
graphes possibles. Cependant, la nature des calculs effectués 
plus haut et dans les Annexes permettent de penser que les 
règles énoncées sont vraies aussi dans le cas général. Si 
l'on adopte ces règles, on aura une technique graphique non-relativiste 
pour le calcul de la contribution des ramifications 
dans les amplitudes de diffusion. 
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6. Ramifications conditionnées par un pôle de Pomaranchuk 
Il est bien connu1, 3, 11) que le pôle de Pomeranchuk 
a une trajectoire α(t) qui passe par le point j = 1 pour 
t = 0 et qu'il engendre des ramifications j n ( t ) , qui 
reconcentrent vers le point j = 1 . 
(46) 
n = 2,3 ... 
Pour t petit, le pôle et les ramifications sont rapprochés 
et voisins de j = 1 . C'est pourquoi la contribution 
asymptotique des sections totales, de la diffusion élastique 
et d'autres processus, qui peuvent être conditionnés par un 
échange d'états à nombres quantiques du vide, doit être 
déterminée par l'action conjointe des pôles et des ramifications. 
Il est essentiel de tenir compte de l'influence du pôle sur 
les ramifications et des ramifications l'une sur l'autre. Dans 
toute cette analyse, le concept de renforcement proposé dans 
le travail7) joue un rôle important. D'après ce concept, la 
contribution la plus importante à l'onde partielle, pour t 
et j petits et voisins de 1 , est donnée par les graphes 
totalement renforcés, c'est-à-dire par les graphes contenant 
seulement des interactions trireggéennes (fig. 7). Cela est 
prouvé par le fait que si un graphe contient un bloc du type 
de la fig. 11a, il existe un autre graphe, identique au précédent 
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en tous points, sauf en que le de la fig. 11a eat 
remplacé par le graphique de la fig. 11b et qu'il donne une 
contribution importante. La fonction exacte de Green du reggéon 
correspond à la ligne ondulée. De même, le bloc de la fig. 11c 
au bord du graphe peut être remplacé par le graphe de la fig. 
11d. Evidemment, cela est vrai seulement si l'amplitude de 
transformation d'un reggéon en deux n'est pas petite pour t 
et j petits et voisins de 1 . Au vu de l'analyse effectuée 
plus haut, nous n'avons guère de fondements pour cette petitesse. 
Il est clair aussi que la netteté des graphes renforcés dépend 
de la valeur absolue de leur contribution à l'amplitude 
partielle. Par exemple, des graphes renforcés complexes peuvent 
donner des contributions plus petits que des graphes simples 
non renforcés et, inversement, des graphes plus complexes non 
renforcés, des contributions plus grandes que des graphes 
simples renforcés. Ces questions seront étudiées en détail 
dans la suite. Examinons maintenant l'ensemble des graphes 
totalement renforcés. Pour cet ensemble l'amplitude de l'onde 
partielle dans le canal t peut s'écrire sous la forme 
(47) 
G(j,t) ≡ G(j,k2) (k2=-t) est la fonction de Green exacte du 
reggéon de Pomeranchuk, comprenant la contribution des rami­




où on associe une ligne ondulée à G(j,t). Le trait pointillé 
est associé au terme polaire Go(j,t)= [j-α(t)]-i. Le vertex 
à gauche est associé à Le vertex à 
droite est associé à la partie de vertex exacte, 
pour laquelle il n'existe pas, comme d'ordinaire, d'équation 
formée, mais seulement la série 
(49) 
où, comme précédemment on associe aux vertex du type de la 
fig. 7a et à ceux du type de la fig. 7b 
Dans le cas qui nous intéresse où les ramifications sont liées 
à un pôle de Pomeranchuk, j est voisin de 1 et tous les 
ℓ1, ℓ2, ℓ3 ... dans les intégrales sont voisins de 1 par 
hypothèse (dans le cas contraire, les graphes non renforcés 
sont aussi essentiels). Par suite, on peut considérer que 
constant ne dépend pas de j , 
(cf. 16). L'égalité signifie que dans cette 
théorie la constante efficace de liaison de trois reggéons est 
purement imaginaire et qu'elle est égale à est commode 
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de remplacer J par la variable j -1 et par α (k 2), 
d'entendre, dans la suite, α(k2)-1. Alors, compte tenu de 
ce que pour des t négatifs, il ne peut y avoir d'après 
Froissart de singularités à droite de j = 1 dans les 
intégrales que détermine la contribution des ramifications, 
on peut intégrer suivant ω le long de l'axe des imaginaires, 
avec une règle particulière de contournement des singularités. 
Cette règle est définie univoquement, si nous posons 
(50) 
ou ε peut être arbitrairement petit. Avec ces définitions, 
les équations (48), (49) peuvent s'écrire sous la forme 
(51) 
(52) 
Le coefficient 1/2 placé devant l'intégrale (51) rend compte 
de l'identité des reggéons. Ces équations se déduisent aisément 
des formules des paragraphes précédents. L'équation (51) peut 
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s'écrire sous la forme 
(53) 
Considérons la valeur absolue de la contribution des graphes 
isolés. Cette valeur est étroitement liée à la forme de la 
trajectoire α(k2). Si nous supposons que pour des k petits 
(54) 
C'est à dire que Go-1 (ω,k) = ω+ βk2 + ε 
nous aurons en première approximation 
(55) 
L'intégrale (55) diverge logarithmiquement. Cette divergence 
résulte de ce que , considéré comme constant, est sorti du 
signe d'intégration. Cela est légitime seulement si k21< λ2 
<< μ2, ou μ est la masse caractéristique, par exemple la 
masse du méson π. Toutefois, en lui-même, ce fait n'est pas 
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essentiel puisque la partie qui déverge est dépourvue de sin­
gularités suivant ω et qu'elle doit être incluse dans la 
numérotation de la trajectoire du pôle. 
Comme nous avons supposé que pour k2=0 α(k2)=0, 
nous pouvons normer Σ (ω,k) par exemple par la condition 
Σ(ω,0)=0, c'est-à-dire 
(56) 
Il résulte de (55) que 
(57) 
Nous voyons que pour ω et k2 petits, Σco est beaucoup plus 
grand que G-1o (ω,k) dans le rapport ou .Si 
nous avions calculé la correction suivante pour Σ , nous aurions 
obtenu une grandeur de l'ordre , , c'est-à-dire 
plus grande que G-1o (ω,k) dans le rapport etc. 
Dans ces conditions G(ω,k) peut n'avoir qu'une 
lointaine ressemblance avec Go(ω,k) et toute notre étude, qui 
partait du pôle, peut se révéler problématique. De plus, dans le 
cas où chaque approximation suivante est supérieure à la 
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présédents, les graphes seront supérieurs aux graphes totalement renforcés d'un ordre 
moins élevé. Toutefois, la situation n'est pas nécessairement 
aussi mauvaise. La trajectoire du pôle doit avoir une singu¬ 
larité pour Κ2=0, puisque pour k2=0 les positions du pôle 
et de la ramification coincident (état lié sur la frontière du 
spectre continu). Cette singularité, si elle est assez forte, 
provoquera une réduction sensible de la contribution des rami­
fications. On peut s'en convaincre sur des exemples simples. 
En particulier, il résulte de (58) que pour β→∞ Σco → 0. 
En outre, dans le calcul de Σ(ω, k) en première approximation, 
nous avons remplacé (ω1,k1,ω2,k2) par . Toutefois, est représenté par une série à termes toujours croissants. Il 
est tout à fait possible que la somme de cette série soit 
petite pour ω et k petits, alors Σ sera lui-aussi petit. 
Autrement dit, la nature défavorable de la série pour Σ et peut être liée à un mauvais choix de l'approximation de zéro. 
Les équations (53), (52) pourraient en réalité avoir une 
solution raisonnable. Si cette solution existait, nous aurions 
pour une valeur exacte de G(ω,k) tous les graphes totalement 
renforcés sont du même ordre, et les graphes non totalement 
renforcés seront petits par rapports aux précédents. Donc, 
dans ce cas, la sélection des graphes s'effectuerait de façon 
exacte et le problème consisterait à trouver la solution des 
équations (52), (53). Malheureusement, à ce jour on n'a pas 
encore réalisé de progrès notable dans cette voie. 
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Α Ν N Ε Χ Ε 
Dans cette annexe, nous calculerons la contribution asymp¬ 
totique du graphe de la fig. 8a. Les notations des impulsions sont 
indiquées sur le dessin. Chaque impulsion est écrite sous la forme 
(1). Les amplitudes correspondantes aux blocs hachurés sont de la 
forme, (8). L'intégration suivant les variables k 1 ┴ , α1, α2, β1  
s'effectue comme précédemment (§ 2). Nous avons alors 
(A) 
L'intégration suivant les variables k 6 ┴ , β6┴, β5, α6 
dans le bloc à l'extrême-droite de la fig. 8a.se fait de façon abso­
lument identique. 
(B) 
Il reste l'intégration suivant k2┴, β, k5┴, α5 et 
k5, k4, k7, k8. 
Pour que les amplitudes correspondantes aux blocs se 
trouvent dans la zone asymptotique (énergies élevées, masses et 








Dans le premier cas, d'après les deux dernières relations de (II,2): 
(II,5) 
Dans le deuxième cas, 
(II,6) 
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La nature de l'intégration suivant β2 et α5 dépend de 
la structure des singularités des intégrales suivant k 3 , k4 et 
k 7 , k8. Considérons d'abord le premier cas (II,3 ; II,5) et 
l'intégration suivant β2. Ecrivons les dénominateurs entrant 
dans le noeud supérieur du graphe de la fig. 8a, c'est-à-dire dans 
l'intégrale suivant k 3 , k 4 . 
(II,7) 
Ici, on a tenu compte de ce que α2, β5, ~ 1/s et 
α5, << α3 + α4. On vérifie, en examinant ces dénominateurs, que 
l'intégrale suivant β3 n'est pas nulle seulement si α3 et α4 
sont de signes contraires et|α4| > |α3|. (Cela signifie que α5 
peut être omis aussi dans la quatrième égalité de (II,7).) 
Lorsqu'elle satisfait à ces conditions, l'intégrale β3  
présente, comme la fonction β2 des singularités dans les demi-plans 
supérieur et inférieur, pour β2 de l'ordre de β3, β4, 
m2/α4s, m2/(α3 + α4)s. 
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Dans le cas général, β2 figure aussi dans les dénominateurs, 
correspondant au noeud inférieur du diagramne de la fig. 8a. Toute­
fois, d'après la condition (II,5), β2 sort de l'intégrale suivant 
k 7 , k8, tout comme α5 était sorti de l'intégrale suivant k3, k 4 . 
Aussi l'intégrale suivant β2 peut être fermée sur les singularités 
de l'intégrale suivant β 3 , et elle n'est pas nulle. 
De façon analogue, l'intégrale suivant ot α5 est définie 
par les singularités du noeud inférieur - intégrale suivant k 7 , k 8 . 
Les intégrations suivant les variables relatives aux dif­
férents noeuds du graphe de la fig. 8a sont maintenant liées seule­
ment par les amplitudes correspondant aux blocs hachurés. Si l'on 
écrit ces amplitudes sous la forme (5), (8), il est possible d'effec­
tuer successivement toutes les intégrations. 
Les intégrations suivant les variables k1┴, α1, α2, 
β1 donnent une grandeur Nℓ2ℓ2' (q, k 2 ┴ ) , qui coincide avec (II). 
L'intégration suivant k 3 1 , β2, β3, α3 aboutit à l'intégrale 
(II,8) 
Alors, comme on le remarquait plus haut, α3 et α4 sont de signes contraires et |α4| > |α3|. On peut montrer que les deux domaines α3 < 0 , α4 > 0 et α3 > 0 , α4 < 0 se soustraient 
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exactement, si le produit des signatures des trois amplitudes 
f ( k 1 , k 3 , k 2 ) , f ( k 4 , k 6 , k5) et f (k3 + k 4 , k7 + k 8 , 
q - k2 - k'3) est égal à -1 et doublent si ce produit est égal à 
+1. Dans ce dernier cas, considérons α3 < 0, α4 > 0. 
En effectuant l'intégration suivante selon k 4 1 , α4  
et β4, remarquons que tous les zéros des dénominateurs (II,7), 
qui dépendent de β4 se trouvent dans le demi-plan inférieur du 
plan complexe de β4. Aussi l'intégrale peut être enfermée dans 
le demi-plan supérieur de β4, sur la singularité correspondant 
à la section de gauche de f (k 6, k 4 , k 5 ) . En définitive, la 
solution comprendra une partie d'absorption f ( k 6 , k 4 , k5) 
avec β4 < 0. 
Si au lieu de α3 on introduit la variable y = α3 et 
α4 
au lieu de α4 la variable x = -α4β4s, l'intégrale suivant 
k 3 ┴ , β3, α3, β2; k 4 ┴ , α4 sera de la forme: 
(II,8) 
où sont déterminés par la formule (40). 
En recommençant ces mêmes raisonnements, nous verrons que 
l'intégration suivant k 8 ┴ , α5, α8, β8; k 7 ┴ , β7 donne 
41. 
(II,9) 
L'intégration suivant k6┴, α6, β6, β5 donne Le domaine d'intégration suivant - β 4 , -α7 est déterminé par les conditions β4 α7 << m2 , m2/s << - β4 , - α7 << « 1 , dans la mesure où β4 α4 s ~ m2, α7 << α4. 
En portant tous les résultats obtenus dans l'expression 
correspondant au graphe de la fig. 8a et en effectuant l'intégra­
tion suivant α7 β4, nous aurons: 
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Pour l'amplitude de l'onde partielle, nous obtiendrons 
l'expression donnée dans le texte et correspondant au graphe de la 
fig. 8b. 
La rédaction du présent article à été précédée par une 
étude des propriétés des ramifications de Regge, effectuée en 
commun avec I.Ya. Pomeranchuk et K.A. Ter-Martirosyan, et dont 
les travaux (3,7) ont rendu partiellement compte. 
Au cours de l'élaboration de cet article, et en particu­
lier lors de l'analyse de la question des ramifications renforcées, 
l'influence stimulante des idées émises par Isaak Yakovlevich 
Pomeranchuk au cours de leur collaboration fut inestimable. 
J'exprime ma reconnaissance à K.A. Ter-Martirosyan pour ses 
nombreuses et utiles critiques. 
11 février 1967 
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